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1. Introduccion

Las notas siguientes corresponden al material que pretendia discutir en la clase del dia 26 de abril del
2012. En ellas, se usa la notacion, convenciones, y las ideas ya vistas en clases anteriores.

2. Distribuciones y esperanzas condicionales

Considere un experimento al cual se han asociado dos variables aleatorias, digamos X e Y. Para
caracterizar la distribucién de X, dado que Y tomé un valor especifico, introducimos la siguiente nocion:

Definicién 1 Dadas variables aleatorias conjuntamente distribuidas, X e Y, definimos la densidad de
probabilidad condicional de X, dado que Y =1y, como

s fxy(z,y)
fX\Y:y(x) - fY(’y) s (1)

para todo y tal que fy(y) #0. A

Nota 1 Si y es tal que fy(y) = 0, entonces no es posible que Y = y y, por lo tanto, no tiene sentido
pretender calcular fx|y—,(x). B

Para cada realizacién y de Y, (1) define una densidad de probabilidad distinta para X. Dicha densidad
caracteriza a la variable aleatoria X cuando Y = y. Note que, si la realizacién x de X esté fija, entonces
fx|y=y(z) puede entenderse como una funcién de la variable aleatoria Y. En otras palabras, para cada x,
fx)v(z) es una variable aleatoria cuyas realizaciones se obtienen dando valores a Y. Dichas realizaciones

son fx|y—y(x).

Ejercicio 1 Pruebe que fx|y—, tiene las propiedades de una densidad de probabilidad, i.e., pruebe que
Ix)y=y(x) > 0 para todo x, y que

[ Fxveyfade =1, @
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Ejemplo 1 (Teorema de Bayes) La definicion de distribucion condicional permite concluir inmediata-
mente que

fxy=y(2) = leX}i;(éJy){X(m)- (3)

Esta expresion permite intercambiar condicionantes. B

Ejemplo 2 (Probabilidades totales) Dadas dos variables conjuntamente distribuidas, X eY, se tiene
que

fx(z) = - fX\Y:y(x)fY(y>dy~ (4)
De hecho,
[ rves@nway= [ DD gy = [ petedy = xo) (5)
R™ rew Sy (Y) R™v

donde la primera igualdad es consecuencia de la definicion de densidad condicional, y la tercera es conse-
cuencia de la definicion de densidad marginal.

El resultado anterior permite construir densidades marginales usando las densidades condicionales y
las densidades de los condicionantes. B

Ejemplo 3 La definicidn de independencia permite concluir que las variables (conjuntamente distribuidas)
X eY son independientes si y solo si fx|y—y, = fx para todo y. B

Ejemplo 4 En este ejemplo probaremos que fx(x) = g{fX‘y(lL')}, Para ello, notamos que lo inico
aleatorio en fx|y(x) es Y (X estd fijo, de hecho, X = x). Por lo tanto, la definicion de esperanza permite
concluir que

e{fsv@) = [ Py dy = [ Fev@ady = fx(a) (6)

En la primera igualdad hemos usado el que las realizaciones de la variable aleatoria fx|y () estdn dadas
por fx|y—y(x) y el que lo unico aleatorio en fx|y(x) es Y. Las restantes igualdades son consecuencia de
las definiciones de densidades condicionales y marginales. B

Muchas veces interesa calcular el valor esperado de una variable aleatoria, dado que otra variable ha
tomado cierto valor. Esta nocién puede capturarse usando el concepto de esperanza condicional:

Definicién 2 Considere dos variable alaeatorias conjuntamente distribuidas X e Y. Definimos, para “to-
da” funcidén deterministica g : R™ x R™ — R™,

E{g(X. V)Y =y} 2 / 92 9) fxpy—y (2)de (7)

como la esperanza condicional de (la variable aleatoria) g(X,Y), dado que Y =y. B

Nota 2 En (7), y tal como la notacion sugiere, el valor que toma la variable Y estd fijo (y es igual a y).
Esto justifica el que se integre sobre x solamente. B

Nota 3 Que g sea deterministica implica que los valores que toma g dependen sélo de las realizaciones
x ey de las variables aleatorias X e Y, y no de realizaciones de variables aleatorias adicionales. Por
ejemplo, la funcién g definida a través de g(X,Y) = XY es deterministica. Sin embargo, la funcién g
definida a través de g(X,Y) = XY + Z, donde Z es una variable aleatoria uniformemente distribuida
en cierto intervalo, no es una funcion deterministica. Muchas veces, funciones no deterministicas pueden

eq:E-condicior



‘anza-iteradas

-condicionales

re-escribirse como funciones deterministicas, haciendo explicita la dependencia de la funcion con respecto
a las variables aleatorias adicionales. En el ejemplo anterior, se podria definir una funcion g a través de
la relacion g(X,Y,Z) = XY + Z. Esta es una funcidn deterministica de X, Y y Z. Calcular la esperanza
condicional de g(X,Y,Z), dado que, por ejemplo, Y = vy, implica conocer la distribucion condicional

fXZ‘y:y(ag Z) .

Es evidente que € {g(X,Y)|Y =y} es una funcién de la realizacién y de la variable aleatoria Y. Por
lo tanto, podemos definir una funcién, digamos ¢, a través de la relacion

o(y) £ E{g(X. Y)Y =y}. (8)

La variable aleatoria que surge cuando, en (8), se reemplaza la realizacién y por la variable aleatoria Y (o
sea, cuando el valor de Y se deja libre), i.e., la funcién definida a través de

o(Y) £ E{g(X,Y)|Y}, (9)
se llama esperanza condicional de g(X,Y’), dado Y.

Teorema 1 (Esperanzas iteradas) Considere dos variables conjuntamente distribuidas X e Y. En-
tonces, E{E{X|Y}} = E{X}.

Demostracién: Usando la definicién de la funcién ¢ en (8)-(9), con g tal que g(X,Y) = X, tenemos que
E{E{XIVH} = £{o(V)}
= [ oY) fr(y)dy

R™y

2 [ ey =) ety

- /R </]R fo'Y_y(x)dx) fy (y)dy
= /R"y (/]Rm meY(x,y)d$> dy
(:> ’ d ) d

/an x( - Ixy (z,y)dy ) dx

@
= /RI xfx(x)dx
=Xy, (10)

donde (a) es consecuencia de la definicién de ¢, (b) es consecuencia de la definicién de esperanza, de que las
realizaciones de ¢(Y) estdn dadas por ¢(y), y de que lo tnico aleatorio en ¢(Y) es Y, (¢) es consecuencia
de la definicién de ¢, (d) es consecuencia de la definicién de esperanza condicional, (e) es consecuencia de
la definicién de densidad condicional, en (f) se cambié el orden de las integrales, (g) es consecuencia de
la definicién de distribucién marginal, y (h) es consecuencia de la definicién de esperanza. B

Ejercicio 2 Pruebe las siguientes afirmaciones:
1. El operador € {#|x} es lineal en #.
2. Si g es una funcidn deterministica, entonces £{E€ {g(X)|Y}} =& {g(X)}.
3. St g y h son funciones deterministica, entonces E{g(Y)h(X)|Y =y} = g(y)E {L(X)|Y = y}.
4. St gy h son funciones deterministica, entonces E{E{g(Y)h(X)|Y}} =E{g(Y)E{h(X)|Y}}.
5. 81 X eY son independientes, entonces E{X|Y =y} =E{X}. N



Finalizamos esta seccién presentando una propiedad fundamental de la esperanza condicional:

jor-estimador | Teorema 2 Considere el funcional (i.e., una funcién cuyo argumento es una funcidn)

JE)£ £ {(X ~ FOY)(X - F)T), (1)

donde F : R™ — R™ es una funcion deterministica, y X e Y son variables aleatorias conjuntamente
distribuidas. Entonces,

J(F) 2 E{(X - E{X[Y (X - E{X|Y})T} (12)
con igualdad si F(Y) = E{X|Y}.
Demostracién: Primero notamos que

J(F) = E{(X - F(Y))(X - F(Y))"}
=E{(X - {X|V} + E{X|YV} - F())(X - E{X|YV} + E{X|Y} - F(Y))"}
=E{(X e {XIYHX - {XY DT} + E{(E{XY} - FOY))(E{XY} - F(Y))T}

+ M+ MT, (13) |eq:J-extendid

donde se ha usado la linealidad del operador esperanza y
M2E{(X - E{XIYNE{XY}-FY))T}. (14)
Usando el Teorema 1 se puede escribir
M =E{e{(X - E{X|YD(E{XY} - F(Y))T|Y }}
CE{E{X —E{XIV}IV}(ELX YT - F(Y)T}
L E{(E{XIY} - E{E{XIYV Y HELX Y} - F(Y)T}
2 E{E(XIY) - E(XIYNE XYY - F(Y)")

15

donde (a) es consecuencia de la cuarta propiedad que se pide probar en el Ejercicio 2 (haga g(Y) =
E{XIY}-FY)yh(X,Y)=X-E{X]|Y}), (b) es consecuencia de la linealidad de la esperanza condicional,
y (¢) es consecuencia de que, claramente, £ {E{X|Y}|Y} = E{X|Y} (complete Ud. los detalles!). Ahora,
si se reemplaza (15) en (13) se puede concluir que

J(F) = E{(X - E{X|Y DX = E{X|Y N} + E{(E{XV} = FOE(XIYV} - F(V))"}
> E{(X - E{XIY X - {X|Y YT}, (16)

con igualdad si E{X|Y} — F(Y) = 0. (Note que la desigualdad es consecuencia de que los segundos
momentos son semi-positivos definidos.) W

Para interpretar el resultado anterior, suponga que en cierto experimento F se han identificado dos
variables aleatorias, X e Y. Suponga que sélo Y es medible y que interesa utilizar dichas mediciones
(i-e., las realizaciones de Y') para estimar los valores que toma X. Se define el error de estimacién X
como X & X — F(Y), donde F es un estimador genérico, i.e., una funcién que, dadas mediciones de
Y, entrega la estimacién F(y) de la realizacién x de X (vea la Figura 1). Suponga que la calidad de la
estimacién se mide usando el segundo momento del error de estimacion, i.e., usando el funcional J definido
en (11). En este contexto, el mejor estimador corresponde a la funcién F' que minimiza a J. El Teorema 2
muestra que dicho estimador 6ptimo no es més que la esperanza condicional de X dado Y. Este resultado
es fundamental y estd detrds de la solucién de muchos problemas fundamentales en control, estimacién,
comunicaciones, etc. (vea, e.g., [1-6]). Sin embargo, en la préctica, puede resultar muy dificil calcular
E{X|Y}, salvo en algunos pocos casos particulares.
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Figura 1: Esquema conceptual de un problema de estimacion: El estimador F entrega la estimacién
& = F(y) de la variable no medible X en base a la realizaciéon y de la variable medible Y. (Note que la
salida X del estimador es una también una variable aleatoria. Las realizaciones de esta variable se llaman
estimaciones. )

Nota 4 Dado que E{E{X|Y}} = E{X}, concluimos que E{E} = 0. Por lo tanto, el que J sea pequerio
implica que las estimaciones son buenas. De hecho, si J =~ 0 entonces es al menos informalmente claro

que © = E{X|Y =y} para todo x ey, i.e., las estimaciones son casi perfectas. (Recuerde la desigualdad
de Chebyshev.) R

Nota 5 Se puede probar que la esperanza condicional es el estimador dptimo de una variable aleatoria,

dadas las mediciones de otra, cuando se usan criterios mds generales que aquél considerado en el Teorema
2 (vea [6, Capitulo 5]). R
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