Solucion Primera Tarea IPD-462
25 de Marzo de 2009

1. Generalidades
o La tarea es de caracter individual.
o El formato es libre.
e Referencias sugeridas: [1, Capitulo 5], [3].
e Fecha de entrega (limite): 9 de Abril 2009, 8AM.

2. Motivacién

Considere el sistema realimentado de la Figura 1. En dicha figura, H es una funcién de transferencia
de tiempo discreto con dos entradas y dos salidas tal que

y| _ |Hu Hi| |d (1)
v Hy; Haol |w)|’
donde Hy1, Hi2,H21 € Ry y Haz € Rsp. Suponga que:

e El lazo de control de la Figura 1 es internamente estable y estd bien definido.

e d es un proceso estocdstico escalar, estacionario y Gaussiano, con media y varianza finitas, y con
densidad espectral de potencia Sy £ |Q4|°.

e El estado inicial de H, digamos 2 5(0), es una variable aleatoria Gaussiana con media y varianza
finitas.

e El proceso g es Gaussiano, estacionario, blanco, de media cero y varianza finita. Ademas, g es
independiente (en forma conjunta) de x5 (0) y d.
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Figure 1: Sistema realimentado.



En las condiciones anteriores, se puede probar que una medida de la tasa de datos promedio que
fluye entre v y w estd dada por (ver [2])
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donde 02 es la varianza de ¢ y .S, es la densidad espectral de potencia de w, i.e.,
2 2 2
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donde 77, corresponde a la funcién de transferencia entre x e y en el esquema de la Figura 1.
En lo que sigue, Ud. debera estudiar el minimo valor de I compatible con la estabilidad de un lazo
de control.

3. Cuestionario

Considere el lazo de la Figura 2, donde G € Ry, posee un conjunto de polos inestables dado por
{p1,-- ,pn, }, ¥ F € Ry x Ry es tal que

v=F,w+ Fyy. (4)
1. Establezca condiciones sobre d, g, F', y los estados iniciales de G y F', de modo tal que la tasa de

transmisién de datos promedio entre v y w en la Figura 2 pueda cuantificarse usando la cantidad
I definida en (2).

2. Suponga que las condiciones establecidas en (a) se cumplen. Defina

It 2 inf I, L. = inf [ 5
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donde

SE{F €R, xR, :ellazo de la Figura 2 es
internamente estable y estd bien definido}.
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Figure 2: Lazo con dos grados de libertad.




(a) Demuestre que Iing = >0, In [p].

(b) Pruebe que, en general, Iin¢, > Iins. Halle condiciones suficientes y necesarias bajo las que
Iinf = Iinf,'r‘-

(¢) Considere G(z) = % Calcule Iins € Iing,r.

(d) Caracterice Iint, en forma explicita para G € R, arbitraria.

(e) Considere la motivacion tras la definicién de I. Comente acerca de las ventajas/desventajas
de usar un filtro F' con dos grados de libertad (caso Fy, # 0) en vez de sélo uno (caso
F, =0).

4. Soluciones

1. Debemos escribir el lazo de la Figura 2 de modo tal que se pueda identificar la transferencia que
juega el rol de H en la Figura 1. De la Figura 2 tenemos

y=Gd+ Gw, v=Fy+ F,w=F,Gd+ (F,G+ F,)w. (6)
Por lo tanto, hay equivalencia si definimos

s | G G

H=\pa FG+F,| (M)

En consecuencia, para que I admita la interpretacién dada en la Seccién 2, tienen que cumplirse
las siguientes condiciones:

o Iy € Rep.

e [ debe estabilizar internamente a G (i.e., F € S).

e Las condiciones iniciales de F' y G, digamos z¢(0) y 2 (0), deben ser conjuntamente Gaus-
sianas, y tener medias y varianzas finitas.

e ¢ v d deben satisfacer las condiciones de la Seccién 2, y g debe ser independiente de
(d,2¢(0), 2 (0)).

2. Note que, si se cumplen las condiciones en la Parte 1, F,, € R,,. Esta restriccién se satisface

automaticamente al calcular Iin¢,, pero debe forzarse al calcular Ii,s. Definase S&2£S8n{F =
[Fo Fy|:F,€Rg Fy Ry}

(a) A partir de la Figura 2 se puede deducir que
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Por lo tanto, si p{,---,p;; denota a los polos inestables de Fy, se tiene, VF € S,
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donde (a) es consecuencia de que In es una funcién creciente y (b) es consecuencia del
Teorema Integral de Bode en tiempo discreto (ver [4]) y de que, como F € S, T = m
es bipropia, estable, con ceros inestables dados por la unién de los polos inestables de G, F),
y Fy, y T(c0) = 1.

Suponga que (4, B, C,0) es una realizacion minima de G (esto no resta generalidad). Con-
sidere la ley de control

o(k) = —Ki(k), (k+1) = Ai(k) + Bw(k) + J(y(k) — Ca(k)), (10)

donde K y J se eligen de modo tal que A — BK y A — JC sean estables (bajo nuestros
supuestos, esto siempre puede hacerse). Defina

F. 2 -K(zI-A+JC) ' [B J]. (11)

Claramente, F, es estable y estrictamete propia. Mas atn, si en la Figura 2 se elige F' = F,
entonces F' € Sy F ser4 estable. Con esta eleccién para F se logra igualdad en la desigualdad
(c) en (9). Si, adicionalmente, se elige o7 suficientemente grande, entonces tendremos una
diferencia tan pequenia como se desee entre ambos lados de la desigualdad (a) en (9). Por
lo tanto, hemos probado que Iins = Y02y In [py].

Si FeSy F, =0, entonces las ideas utilizadas en la parte anterior no son vélidas.

Note que F' € S y Fy, = 0 es equivalente a afirmar que F}, es un controlador admisible para
G en el sentido estandar de lazos de control con un grado de libertad. No toda planta G
admite un controlador estabilizante y estable. Por lo tanto, en general, > /¥ In|p?| > 0y
concluimos de (9) que Iin¢,» > Iing. Habrd igualdad siy sélo si G es fuertemente estabilizante

[1].

Es facil probar que G no es fuertemente estabilizante. Usando (9) concluimos que, en este

caso,
1 [ 1 i el
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Eligiendo ag suficientemente grande, se puede lograr una diferencia arbitrariamente pequena

entre ambos lados de la desigualdad en (12). Por lo tanto, para minimizar I necesitamos



determinar el controlador estabilizante F}, con la menor cantidad de polos inestables posible,
y con polos inestable lo més cerca posible del circulo unitario. Los resultados en [1] muestran
que existe una funcién de transferencia Iy que estabiliza a G en un lazo estdndar, y que
posee s6lo un polo inestable. M4ds atn dicho polo estd contenido en el intervalo (2.5,00).
Por lo tanto, para minimizar I, basta elegir 03 suficientemente grande, y elegir F,, como
se sugiere en [1], con sélo un polo inestable en (2.5,00), ubicado arbitrariamente cerca de
z = 2.5. En conclusién, lins, = Iins +In2.5, donde fins =In2 4+ 1n 3.

(d) Para simplificar la notacién, supondremos que G no posee ceros de FNM en el eje real neg-
ativo. Generalizando el razonamiento utilizado en la parte anterior y usando los resultados
en el Capitulo 5 en [1], tenemos que

Iinf,r = Ilinf + Zln |Ci|7 (13)
€L

donde c1,- -+ ,cp, son los ceros de FNM de G y

c

T2{ie{l,---,n.}:(ci,ciy1) contiene un niimero

impar de polos inestables de G'y ¢, 41 = 0o}, (14)

(e) Ambos esquemas permiten estabilizar a G usando una tasa de datos finita. La arquitectura
de dos grados de libertad permite, en general, estabilizar a tasas menores que el esquema
que tiene sélo un grado de libertad. Dependiendo de la ubicacién de los ceros de FNM de
G, la tasa de datos adicional en el caso de usar una arquitectura de un grado de libertad
puede ser significativamente mayor que en el caso de utilizar una estrategia de control con
dos grados de libertad.
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