Cuarta Tarea IPD-462
27 de Mayo de 2009

1. Generalidades
= La tarea es de caracter individual.
= El formato es libre.
= Referencias sugeridas y lecturas complementarias: [1-3,5].
= La notacién utilizada mas abajo corresponde a la notacién definida en clases.

= Fecha de entrega (limite): 11 de Junio 2009, 10:00AM.

2. Preliminares

Un canal de comunicacién con ruido blanco aditivo (additive white noise channel) es un sistema
estatico con entrada v y salida w tal que

w(k) = v(k) +q(k), k€ No, (1)

donde ¢ es un proceso de ruido blanco con media nula y varianza finita, y la varianza (o potencia
media) estacionaria de v, digamos 02, est4 limitada por arriba, i.e.,

O'g <P (2)
para algin P € Rt £ {z € R: 0 < 2 < oo} arbitrario. (Vea Figura 1(a).) El modelo anterior supone
que tanto g como P estén fijos y corresponden a pardmetros de cierta situacién fisica (vea, e.g., [4]).

Diremos que el canal de comunicacion descrito mas arriba se usa con realimentacién, si su salida se

halla disponible en el lado del emisor con (al menos) una muestra de retardo. Gréficamente, un canal
de comunicacién con ruido blanco aditivo usado con realimentacién puede describirse como indica la

Figura 1(b).
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Figura 1: (a) Canal de comunicacién con ruido blanco aditivo; (b) canal de comunicacién con ruido
blanco aditivo usado con realimentacion.
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Figura 2: Transmisién de la senal x a través de un canal con ruido blanco aditivo, usado con reali-
mentacion.

3. Cuestionario
Problema 1

Suponga que un proceso estocastico escalar & debe transmitirse a través de un canal de comunicacién
con ruido blanco aditivo usado con realimentacion. Para ello, se sugiere utilizar la arquitectura de la
Figura 2, donde F' € R, es un filtro que debe disefiarse.

Suponga que x es un proceso estacionario en sentido amplio, de segundo orden y no correlacionado
con ¢, y con una densidad espectral que no posee ceros sobre el circulo unitario (|z| = 1). Suponga,
ademas, que el estado inicial de F' es una variable aleatoria de segundo orden.

1. Determine condiciones necesarias y suficientes para que el sistema de la Figura 2 sea internamente
estable y, ademads, corresponda a una arquitectura que usa un canal de comunicaciéon con ruido
blanco aditivo y realimentacién. Defina & como el conjunto de todos los F' que satisfacen las
condiciones por Ud. determinadas.

2. Suponga que el limite de potencia a la entrada del canal es infinito, i.e., que P — oco. Determine,
si existiesen (si no existiesen las cantidades mencionadas, explique por qué)

2 A .2 A s 2
o- . = mino F,pt = argmin o 3
opt FES ew? 1% Pes ew’ ( )

donde agw corresponde a la varianza estacionaria de la senal
ew = Wz — %), (4)
y W € Uy es un filtro de peso.

3. Suponga que P < oco. Determine, si existiesen,

2 . P 2 2
[aopt]P = min o7, F,, =argminog, . (5)
€ Fes
o, <P oﬁgP

(Ayuda: Determine el rango de valores de P que hace los problemas anteriores factibles.)

4. Tlustre los puntos anteriores usando Matlab/Simulink y, ademds, determine la curva de “trade-off”

6ptimo en el plano (o2, ,02). Interprete y explique.



Solucion

1. El esquema propuesto es tal que F' se halla en lazo abierto. Por lo tanto, F' debe ser estable.
Ademsds, F' debe ser estrictamente propio, pues de otro modo usaria la salida del canal Z con
menos de una muestra de retardo. En consecuencia, S = RH.s.

2. Claramente

i=2+(1-F)g = ew=-W(Q1-F)qg = o =d2[|W(l-F)s, (6)

ew

donde 02 corresponde a la varianza del ruido de canal ¢q. Por otro lado, F' € RHs si y sélo si

Q £ 2F € RHo. Por lo tanto,

(@ 2
Ot = 0g W = WQIl;

ew

IS

[EWhes + W, - e

()

W, — Whey O] +[[EWheg ©) + 12W, ~ W[ (")

donde (a) es consecuencia de que z es unitaria, (b) se obtiene al realizar una descomposicién
ortogonal de zW, y (c) es consecuencia de la ortogonalidad de Hs y Hy. Dado que W € Uy,
concluimos de (7), y de la definicién de @, que

z, Fope = %W*l ([ZW]%j (0) + [ZW]H2> € RMHa.  (8)

Wy = (Wl (0)]

2 _ 2
Oopt = 04

Las expresiones anteriores se pueden simplificar bastante si se escribe

W = 2(W = W(00)) +2W(o0) = [A];, + A(c0) +2W(00). (9)
22 =[zW] =Wl 1

Asi, (8) se puede reescribir como sigue:
ngt = <7§W(oo)27 Fopy =1— W_lVV(oo). (10)
3. Como x y ¢ no estan correlacionados, concluimos de la figura que
v=zs—-Fq = 05:0§+0§||F||§. (11)

La ecuacion anterior implica que sera posible satisfacer la restriccion de potencia en v si y sélo
si P > o2. Para dichos valores de P, el problema de interés es equivalente al problema siguiente:

; 2
Lt W= P (12)

P—
F|3<—%=
q

Motivados por los resultados de clase estudiamos el Lagrangiano

L& e|[WA-F)ll;+ 1= lIFll5, ec[01], (13)



Al igual que en la parte anterior definimos Q £ 2F € RH+ vy, ademds,

A8 [VEW B2 { \/fowe] | (14)
Introducimos factores B; inner y B, outer tales que B, = B;B,, y definimos
o [~ BT (15)
Asi,
w29,
6 o |~ [vi—eZ|l,
2 l¢ (=4 - BiB.Q)II3
S = BiBY) 2A + 1B 2Ac - Bol;
D1 - BiBy) A+ ||[Br 2Ads — (B ALy O] +
(B 2Ady 0) + (Br2Ad, ~ BRI (16)

donde (a) es consecuencia de la definicién de L. y de las propiedades de ||-[|3, (b) es consecuencia
de que ¢ y z son unitarias, (¢) es consecuencia de la definicién de ¢ y de que B; es inner, y (d)
es consecuencia de la ortogonalidad de Hs y Hjy . Dado que W € U, B, no posee ceros sobre el
circulo para ningin valor de € € [0, 1]. Por lo tanto, B, € U y (16) implica
Ay z _ 1 -1 ~ ~
F. = arg F6H712f7-( L.= ;BO ([Bl ZAG]Hzi (0) + [B; zAE]HQ) € RHo. (17)

2

Por lo tanto,

FP —=F., (18)

opt =

. 2 _ P—o? . L. .
donde €* = 1 si [|F1||; < === y, en caso contrario, €* es el tinico valor de € € [0, 1] que satisface
q

2
1Pl = Pa_f’. Asimismo,
q

020 p = W (1 = Fer )5+ (19)

. Para ilustrar lo anterior se elige una fuente x pasabajos resonante, con factor espectral

_0,049552(= 4 0,9993)

Q
(22 — 1,899z + 0,998)

(20)
y varianza o2 = 24,8. Como el mayor contenido espectral de la fuente se halla en baja frecuencia,

se elige un filtro de peso pasabajos dado por

~0,05284(z 4 0,99) (2% 4 1,912z + 0,9801)
~ (2—0,5342)(22 — 0,7479z + 0,6398)

(21)
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Figura 3: Magnitud del factor espectral de la fuente y del filtro de peso W.

La magnitud del factor espectral de x y la del filtro W se ilustran en la Figura 3. Ademsds, se
supone un canal con ruido de varianza unitaria, i.e., se supone 03 =1.
En primer lugar se calcué F,p, obteniéndose

4,1845(22 40,4383z + 0,3136)

- 22
P T (2 40,99)(22 + 1,912z + 0,9801) (22)

= o, = 0,0028, — 2,1681 - 10°. (23)

| ol
Tew | F=Fops vl F=Fop,

El diseno anterior no es razonable pues requiere una varianza a la entrada del canal del orden
de 8700 veces la varianza de x. Supongase sensato exigir al canal una varianza de entrada igual
al doble de la varianza de x, i.e., elijase P = 49,6. Para este valor de P, ¢* = 0,9997931, el filtro
optimo esta dado por

2,4752(22 — 0,1211% + 0,1985)

FP — F49,6 — F — 24
opt opt 0,9997931 (Z 4 073284) (2;2 + 0786482 + 074555) ’ ( )

y
ng F:FPt = [O—gpt]P = 0’01237 0—3|F:Fft - 49’6 (25)

Con lo anterior hemos reducido los requerimientos de varianza a la entrada del canal en un factor
de 4371 y, como consecuencia de ello, el desempefio s6lo ha empeorado en un factor de 4,4.

(Parte de) La curva de 6ptimos Pareto asociada al problema de minimizar el funcional vectorial
2 2
Jo 2 [[IWA =By I1F1]3) (26)

se ilustra en la Figura 4, donde se ha considerado el Lagrangiano definido en (13). Se indican
los puntos correspondientes a ¢ = 1 (primer caso considerado mds arriba), € = ¢* (segundo caso
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Figura 4: Curva de 6ptimos Pareto asociada al problema de minimizar el funcional vectorial

11w (@ = F)ll5, [1F115):

considerado) y, finalmente, el caso en que se elige € = 0. Este tltimo caso corresponde a aquel en
que sélo se optimiza || F| \g y, por lo tanto, Fy = 0. Se observa que es posible reducir bastante los
requerimientos sobre la varianza a la entrada del canal (i.e., HFHS) sin sacrificar demasiado en
desempeiio (i.e., ||W(1 — F)|[3).

Problema 2

Considere que una planta escalar G debe controlarse a través de un canal de comunicacién con ruido
blanco aditivo usando con realimentacién. Para ello se sugiere utilizar la arquitectura de la Figura 5,
donde o € RT y K € R, son parametros de diserio.

Suponga que d, es un proceso estocastico estacionario en sentido amplio, no correlacionado con g,
y que los estados iniciales de K y G son variables aleatorias de segundo orden.

1. Pruebe que el esquema de la Figura 5 es equivalente al lazo de la Figura 6, donde:

= ¢ es ruido blanco de media cero, no correlacionado con d,, y con una varianza ag que puede
elegirse libremente en R* (y que depende de los pardmetros « y 0’2 de la Figura 5),
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Figura 6: Reescritura equivalente del lazo de control de la Figura 5.

g
(4]

= y existe I' € RT (que depende de los pardmetros Py 03 del canal en la Figura 5) tal que

£ 0 <7 (27)

v

»n?w ‘ e\qw

2. Reconsidere la Figura 5. Demuestre que se puede elegir K € R, y @ € RT de modo de garantizar
estabilidad en el sentido cuadratico medio si y sélo si la cota I' para « en (27) satisface

r (f[ |pz-|2> -1, 28)
i=1

donde p1,- -+, pp, son los polos inestables de G.

3. Ilustre el punto anterior con Matlab/Simulink.

Solucion:

1. El resultado es inmediato.
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Figura 7: Lazo realimentado general

2. Basta probar que
1 — T . 2 —
fnf v= (H [pil ) L, (29)
U§€R+ =1
donde
S2{Ke RZI,XQ : lazo de la Figura 6 es internamente estable y estd bien definido} . (30)

Primero notamos que, VK € Sy 02 € R,

9 2
o |Ta,+94| T 112 Q 2

vE — = v722 Tgllz = [|Tgsll; (3D
op 0g

donde T, denota a la transferencia entre x e y en la Figura 6. Independientemente de la eleccién
de K, el lado izquierdo en (a) puede hacerse arbitrariamente cercano al lado derecho eligiendo
o2 suficientemente grande. Concluimos, entonces, que basta con probar que

q
2 & 2
Inf [[Tg0ll; = (Hl il ) -1 (32)

. 1 e e e 2 .
Para continuar, escribimos el problema de minimizar ||Ty||; en la forma estdndar P-K de la
Figura 7, donde!

PiiiPip| | 4
= |5 Bt N 33
[lepzz} L‘J (33)

< €>§@\

con

~1
Pi1£0, P21, P21=P22é[z } (34)

Para usar la parametrizaciéon de Youla debemos hallar una factorizacién coprima para Pay y
probar que S es no vacio:

INote que d no importa. jPor qué?



= Si G no posee modos inestable ocultos, entonces se puede estabilizar el lazo de la Figura 6
con K tal que v = —Ksy, donde con K> es un controlador que estabiliza a G en un esquema
estandar de control con un grado de libertad. Por lo tanto S es no vacio.

= Si G no posee modos inestable ocultos, entonces existen N, D € RH, coprimas, D bipropia
y no cero, tales que G = ND~'. Que N, D sean coprimas es equivalente a que existan
X,Y € RH tales que (ver Seccién 5.4 en [6])

[N D] m —1. (35)
Construya las matrices
-1 —1
Nd_|: N :|; Dd_Dv N’L_|:N:|7 DZ_|:0 D:| (36)

Claramente, Ny, Dg, D;, N; € RHo, D;, D4 son bipropias y no singulares y Poy = NdD;1 =
D;'N;. Ademés, es facil ver que

D 1 —z7Y
(X 0 Y] [Nd}:L [D; NjJlo X | =1, (37)
¢ 0 Y
con
1 -7y
(X 0 Y].|0 X |€RHu. (38)
0 Y

Por lo tanto, Ny, D4, D;, N; forman factorizaciones coprimas de Pss.

En lo que sigue supondremos, sin pérdida de generalidad, que G no posee modos inestables ocultos
(de otro modo § = ¢ y el problema bajo consideracién carecerfa de sentido).

Usando las definiciones anteriores, la parametrizacion de Youla permite escribir todas las trans-
ferencias Tz; admisibles como sigue:

T = YiNg — DQN; = X;D — 1 - DQN;, (39)
donde @Q € RHoo, Na, Dy, N;y D; € RHoo se han definido en (36) y X;,Y;, X4, Yy € RHy son

tales que
Xi =Y\ |Dg Yq| |I O
Rl ] @

La segunda igualdad en (39) es consecuencia de (40) (note que, como G es escalar, Dy y X; son
escalares).

Defina

Np

) (41)

z—p;
i=1 pi




Claramente, &,D € Uso.

Con lo anterior podemos escribir

2 2
1 Tgolly = (11 = XiD + DQN[;
2

(a) ’

-1
& — Xi&D +6DQ [ZN }

2
2

; (42)
2

o

Z*l
g - (03 +||50) - Xig,D+ 600 [y |

donde (a) es consecuencia de que §, es unitario y de la definicién de N;, y (b) es consecuencia de
-1
que &, € 737'[2L y — XD +6,DQ [ZN } € R'H - Analizamos ahora dos casos y, en cada uno de

ellos, supondremos que G no posee polos ni ceros sobre el circulo (esto puede hacerse sin perder
generalidad, pues la existencia de dichos polos é ceros no afecta el valor de v en el infimo. ;Por
qué?):

= (G bipropia. En este caso, la matriz
,—1
w= ] )

posee rango completo por columnas para todo |z| > 1. Por lo tanto, existe MT € RH, tal
que MTM = 1. Como, ademés, &y D € Uy (recuerde que suponemos G sin polos ni ceros
sobre el circulo), tenemos que la eleccién

Q=—(&,D) " (£(0) — Xi6,D) MT € RHo (44)

logra anular el segundo término en (42). Por lo tanto, en este caso tenemos

Dt [Tl = 11E — &O)113 (45)
a 1 dz
2150 - 2re {6015 f 6} (46)
k
@4 |§p(0)|2 —2Re {Z Res.—., ip} (47)
=1
21— 2 0) (48)
Np 1
-1 —, 49
I, Y

donde en (a) C,, corresponde al circulo unitario orientado en sentido contra-reloj y la igualdad
. . 2 o

es consecuencia de la definicién de ||-||5 y de que &, es unitario, en (b) 21, - - - , 2 corresponden

a los polos dentro del circulo unitario de z71¢, y la igualdad es consecuencia del Teorema del

Residuo, y (c) es consecuencia de que z71&, sélo posee un polo dentro del circulo unitario, a

saber, un polo en z = 0. Concluimos que, en este caso, la aseveracién del enunciado es falsa.

10



= (G estrictamente propia. En este caso N; posee rango deficiente en z = oo. De (42)

tenemos
-1 2
Il = 1 = SO + [[660) - 600) + 6(0) - XD + 0@ [ ||| 60
2
e
2 Jlg - O3 +116:(0) - &) + | 60 - Xi&yD) + D@y |
L 2
2 1€ = &O)II3 + 116(0) = & (c0)I[5 +
2
(60 - x6D) + 600 ||| 61
2

donde (a) es consecuencia de que &,(0) — &,(c0) € RH5 y de que, como G (y por lo tanto
N) es estrictamente propia, (39) implica

&p(00) — X36,D € RH, (52)

-1
y, por lo tanto, (§,(c0) — X;&,D) + £,DQ [ZN } € RHa, y (b) es consecuencia de que z es

unitario.

Si se elige
Q= —2(6D) " (&(00) — X;6,D) [1 0] € RHoo, (53)

se anulara el dltimo término en (50). Por lo tanto,

0 T2 = 116 — &)1 +116(0) — &0 6
=1 [[ o+ (6(0) - & 0)° (55)

(H@ﬁ>1 (56)

Concluimos que el resultado es vélido para plantas estrictamente propias.

En resumen, si G es estrictamente propia y no posee polos ni ceros sobre el circulo, y K se elige
de acuerdo a

K = Kint 2 (X; — Qe No) ™" (Vi — Quue D) (57)
con
Qume = —2(§D) " (§(00) — X36,D) [1 0], (58)

entonces ¥ — Ymf = (H?':pl \pi|2> — 1 para 0(? — 00 (equivalentemente, para a — 0).

11
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Figura 8: Relacién senal a ruido v para 1000 realizaciones de d, y ¢, y el promedio correspondiente.

3. Para ilustrar lo anterior, se elige

1
G= e (59)

y d, igual a una secuencia de ruido blanco de varianza unitaria. En base al desarrollo de la parte
anterior, es posible concluir que

Yint = Jfnf v =3, (60)

—1,5(2—0,5021)(2240,3616240,18) (22 —0,97022+1,492) T

2(z—0,4823)2(2—0,2222)(2—0,146)

King £ arg inf v = ’ (61)
Kes —2,6666(2—0,5021)(2%40,340124-0,1829) (2% —1,6542+1,652)
2(2—0,4823)2(2—0,2222) (2 —0,146)
. -1,5
Tinf & = 62
qu q’U|K=Kinf (270’5) ( )

Note que, como es de esperarse, ||T‘“f} |2 Yinf = 3.

La Figura 8 muestra la relacion senal a ruido « para 1000 realizaciones de d, y ¢ considerando
K = K¢ y dos valores para a: @ = 0,01 y o« = 0,0001. Consistente con los resultados de la parte
anterior, se observa que a medida que o — 0, equivalentemente, qu — 00, el promedio de las
mediciones de v tiende a ~yj,r = 3.
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