
Control Automático I

Segundo Certamen – 2◦ Semestre, 2007

Problema 2.1 (10 pts.) En un lazo de 
ontrol realimentado, sin 
an
ela
iones, se tiene que
Go(s)C(s) = K

(s − 2)

(s + 2)(s2 + 3s + 4)

2.1.1 Dibuje el LGR para K ∈ R
− (debe ser 
ualitativamente 
orre
to).

2.1.2 Cal
ule el punto por donde las ramas del LGR 
ruzan el eje imaginario.
Solución

2.1.1 Para la 
onstru

i�on del LGR 
on K ≤ 0 se usan las reglas 
on los 
ambios se~nalados en 
lases�,relativos a: segmentos del eje real que pertene
en al LGR y �angulo de as��ntotas. Se obtiene
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2.1.2 El polinomio 
ara
ter��sti
o del lazo 
errado es
Acl(s) = s3 + 5s2 + (10 + K)s + 8 − 2KEl 
ru
e por el eje imaginario se puede 
al
ular, por ejemplo, usando Routh

s3 1 10 + K

s2 5 8 − 2K

s1 8,4 + 1,4K

s0 8 − 2Kde donde resulta que el punto 
r��ti
o, para K < 0, se al
anza 
on K = −6. De aqu��, usando la�la aso
iada a s2 en el arreglo de Nyquist, s2 + 4, se llega a que las ramas del LGR, para K < 0,
ruzan el eje imaginario en ±j2.



Problema 2.2 (10 pts.) Considere un lazo de 
ontrol en que
Go(s) =

1

s + 2
C(s) =

KI

sDetermine, si existe, el rango de valores de KI ∈ R tal que los todos lospolos de lazo 
errado se ubiquen en la regi�on indi
ada en la �gura.
s

π/4

SoluciónEl an�alisis se puede realizar 
onstruyendo el LGR para el polinomio de lazo 
errado:
Acl(s) = s(s + 2) + KIEn la Figura 1 se muestra el LGR 
orrespondiente a KI ∈ [0, ∞[ (Note que, para KI < 0 siemprehabr�a un polo de lazo 
errado en el semiplano dere
ho).
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−jFigura 1:El valor 
r��ti
o de la ganan
ia KI es aquel en que los polos de lazo 
errado se ubi
an en s = −1± j.Este valor puede obtenerse, por ejemplo, 
al
ulando dire
tamente las ra��
es de Acl(s):
Acl(s) = s2 + 2s + KI = 0 ⇒ s = −1 ±

√

1 − KIDonde apre
iamos que, para polos de lazo 
errado 
omplejos 
onjugados, la parte imaginaria deellos al
anza la frontera de la regi�on indi
ada 
uando
√

KI − 1 = 1 ⇐⇒ KI = 2Por tanto, el rango de valores es 0 < KI < 2

Problema 2.3 (10 pts.) En un lazo de 
ontrol, sin 
an
ela
iones inestables, la respuesta en fre
uen-
ia del lazo abierto Go(jω)C(jω) tiene los diagramas de Bode que se muestran en la Figura 2.
2.3.1 Si Go(s)C(s) no tiene polos en el SPD abierto, >es el lazo inestable ? Justi�que su respuesta enforma breve pero pre
isa.
2.3.2 Cal
ule el fa
tor de ganan
ia que permite al
anzar un margen de ganan
ia de 6 [dB].
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Figura 2: Diagramas de Bode del lazo abierto (Problema 2.3)
Solución

2.3.1 Bastar��a 
on notara que ambos m�argenes de estabilidad son positivos. Ello, sumado al he
hoque Go(s)C(s) no tiene polos en el SPD abierto, permite 
on
luir que el lazo 
errado es estable.La misma 
on
lusi�on se puede obtener 
omo resultado del siguiente an�alisis: el �angulo deGo(jω)C(jω)es monot�oni
o y Go(jω)C(jω) s�olo 
ruza una vez el eje real negativo (−π [rad]). Esto o
urre
uando |Go(jω)C(jω)| es menor que uno. Por lo tanto, Go(jω)C(jω) NO ENCIERRA el punto
(−1; 0). Combinando este resultado 
on el he
ho que Go(s)C(s) no tiene polos en el SPD abierto,es de
ir, P = 0, se 
on
luye que el lazo 
errado es estable.

2.3.2 De los diagramas de Bode vemos que el margen de ganan
ia es aproximadamente 15 [dB].Enton
es, para ajustar Mg a 6 [dB], hay que agregar 9 [dB]. En magnitud, ello signi�
a unaganan
ia
K = 109/20

Problema 2.4 (10 pts.) Considere un lazo nominal de 
ontrol en que
Go(s) =

1

s + 1
; C(s) = KpSi Kp = 2 y G(s) = e−sτGo(s), determine, si existe, el valor del m�aximo retardo admisible antesque el lazo verdadero sea inestable.

SoluciónEl margen de fase del lazo nominal puede obtenerse dire
tamente del diagrama de Nyquist de
Go(s)C(s)O bien, puede 
al
ularse anal��ti
amente:

|Go(jω)C(jω)| = 1 ⇐⇒
2√

ω2 + 1
= 1 ⇐⇒ ω = ωc =

√
3



φ = 2π/3

s

−1 0 2

Figura 3:Enton
es
∠Go(jωc)C(jωc) = ∠Go(j

√
3)C(j

√
3) = − ar
tan√3 = −π/3Por tanto, el margen de fase es Mφ = φ = 2π/3El m�aximo retardo admisible est�a dado por

∠G(jωc)C(jωc) = −π

−ωcτ + ∠Go(jωc)C(jωc) = −π

−
√

3τ + ∠Go(j
√

3)C(j
√

3) = −π

−
√

3τ − π/3 = −πPor tanto, es igual a τ = τc = 2π

3
√

3
segundos.

Problema 2.5 (10 pts.) El error multipli
ativo del modelo nominal de una planta 
umple 
on
|G∆(jω)| ≤ 3ω√

400 + ω2

2.5.1 Estime, en forma aproximada, el m�aximo an
ho de banda de To que asegura estabilidad robusta.
2.5.2 Estime, en forma aproximada, el m�aximo an
ho de banda de To que asegura que se 
umple

|To(jω)G∆(jω)| ≤ 0,4 ∀ω ≥ 0

Solución2.5.1 La 
ondi
i�on de su�
ien
ia es
|To(jω)G∆(jω)|<1. El l��mite de la banda del lazo 
errado, es 
uando |To(jω)| debe bajar 
laramente de valor, por loque el dise~no nominal es robustamente estable si |G∆(jω)| < 1, lo que a su vez, se logra si el l��mitesuperior para |G∆(jω)|1 es tambi�en menor que 1. Em otras palabras, 
uando

3ω√
400 + ω2

< 1lo que se logra 
uando ω <
√

50 [rad/s].2.5.2 La 
ondi
i�on dada equivale a
|2,5To(jω)G∆(jω)| ≤ 1 ∀ω ≥ 0En 
onse
uen
ia se requiere que



12ω√
400 + ω2

< 10lo 
ual se 
umple para ω ≤ 4√
2,21

[rad/s].
Problema 2.6 (10 pts.) El diagrama polar de la Figura 4 
orresponde a la respuesta en fre
uen
iade la fun
i�on de lazo abierto Go(s)C(s).
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Figura 4: Diagrama polar del lazo abierto (Problema 2.6)
Se supone que no hay cancelaciones inestables y que todos los polos de Go(s)C(s) tienen

parte real negativa.

2.6.1 >Es el lazo 
errado estable?
2.6.2 Estime, a partir del gr�a�
o, la ganan
ia que har��a que los polos dominantes del lazo 
erradoestuviesen en el eje imaginario.
Solución

2.6.1 El diagrama dado en
ierra el punto (−1; 0), dos ve
es en sentido de reloj. Dado que P = 0, se
on
luye que el lazo 
errado tiene Z = 2, es de
ir, es inestable.
2.6.2 La 
ondi
i�on pedida es equivalente a que el diagrama de Nyquist pase justo por en
ima delpunto (−1; 0), ello se obtiene 
uando la ganan
ia es multipli
ada aproximadamente por 1/3.



Problema 2.7 (10 pts.) Considere el sistema de 
ontrol en la �gura. Las fun
iones de transferen
ia
G(s) y Go(s) son distintas y 
ono
idas, 
on Go(0) 6= 0 y G(0) 6= 0.

G(s)

+

U(s)
Q(s)

Y(s)

−
Go(s)

R(s) +

−

Suponiendo que el lazo es internamente estable, determine qu�e 
ondi
i�on(es) debe satisfa
er Q(s)para que yee(t) = r(t) en estado esta
ionario para referen
ias 
onstantes.
SoluciónSe debe 
onsiderar el diagrama de bloques en que las transferen
ias son reemplazadas por suganan
ia a 
ontinua:

G(0)

+

uee

Q(0)
yee

−
Go(0)

r +

−

Figura 5:Tenemos las e
ua
iones
yee = G(0)uee

uee = Q(0)[r − (yee − Go(0)uee)]Despejando, se obtiene
yee

r
=

G(0)Q(0)

1 − Go(0)Q(0) + G(0)Q(0)Por tanto,
yee = r ⇐⇒ Go(0)Q(0) = 1 ⇐⇒ Q(0) = [Go(0)]−1



Problema 2.8 (10 pts.) Considere el lazo de 
ontrol representado en el diagrama de la �gura.
u(t) y(t)PlantaCont

−
+

r(t) e(t)

Se sabe que el 
ontrolador es lineal 
on fun
i�on de transferen
ia C(s), dada por C(s) = K(s + 2)/s.Se sabe adem�as que la planta es no lineal 
on modelo de entrada-salida
d2y(t)

dt2
+ (4 + 0,1y(t)2)

dy(t)

dt
+ 4y(t) = 0,5u(t)Suponga que K se elige de modo que el lazo es internamente estable. Cal
ule los valores esta
ionarios

e(∞),u(∞) e y(∞), para la referen
ia r(t) = −2 + 3e−5t.
SoluciónConsidere la �gura

y(∞)PlantaCont
−

+

r(∞) e(∞) u(∞)

En ella r(∞) = −2. Como el 
ontrolador tiene ganan
ia in�nita, a fre
uen
ia 
ero, enton
es porestabilidad interna, e(∞) = 0, lo 
ual lleva a y(∞) = −2. Por otro lado, la ganan
ia a 
ontinua dela planta no lineal, se 
al
ula ha
iendo 
ero las derivadas en el modelo; lo 
ual lleva a que u(∞) =

8y(∞) = −16.
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