
Nombre: Solución JYE/MC – 17 de noviembre de 2022

ELO270 – S2 2022 – Certamen C2

Problema 1.1 (10 puntos) Se tiene un lazo de control realimentado de un grado de libertad, donde
la planta y el controlador están dados por:

Go(s) =
�s+2

s2 + s+1

Determine:

(a) Las cuatro funciones de sensibilidad.

(b) Si el lazo de control es internamente estable.

Solución:

(a) La planta y el controlador se pueden rescribir como:

Go(s) =
�(s�2)
s2 + s+1

=
Bo(s)
Ao(s)

; C(s) =
s2 + s+1
s(s+a)

=
P(s)
L(s)

.

Luego las funciones de sensibilidad están dadas por:

To(s) =
Go(s)C(s)

1+Go(s)C(s)
=

Bo(s)P(s)
Ao(s)L(s)+Bo(s)P(s)

,

=
�(s�2)(s2 + s+1)

(s2 + s+1)s(s+a)+ [�(s�2)(s2 + s+1)]
,

=
�(s�2)(s2 + s+1)

(s2 + s+1) [s(s+a)� (s�2)]
,

=
�(s�2)

s2 +(a�1)s+2
.

So(s) =
1

1+Go(s)C(s)
=

Ao(s)L(s)
Ao(s)L(s)+Bo(s)P(s)

,

=
(s2 + s+1)s(s+a)

(s2 + s+1) [s(s+a)� (s�2)]
,

=
s(s+a)

s2 +(a�1)s+2
.

Sio(s) =
Go(s)

1+Go(s)C(s)
=

Bo(s)L(s)
Ao(s)L(s)+Bo(s)P(s)

,

=
�(s�2)s(s+a)

(s2 + s+1) [s(s+a)� (s�2)]
.
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Suo(s) =
C(s)

1+Go(s)C(s)
=

Ao(s)P(s)
Ao(s)L(s)+Bo(s)P(s)

,

=
(s2 + s+1)(s2 + s+1)

(s2 + s+1) [s(s+a)� (s�2)]
,

=
s2 + s+1

s2 +(a�1)s+2
.

(b) Para saber si el lazo de control es internamente estable, se debe analizar el polinomio de lazo
cerrado:

Acl(s) = Ao(s)L(s)+Bo(s)P(s) = (s2 + s+1) [s(s+a)� (s�2)] ,

= (s2 + s+1)(s2 +(a�1)s+2).

Dado que el s2 + s + 1 tiene polos complejos conjugados estables solo queda analizar el
polinomio s2+(a�1)s+2, como es un polinomio de segundo orden es necesario y suficiente
que todos sus coeficientes sean positivos. Finalmente, el lazo de control es internamente
estable si y solo si a > 1.
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Nombre: Solución JYE/MC – 17 de noviembre de 2022

ELO270 – S2 2022 – Certamen C2

Problema 1.2 (10 puntos) Se tiene un lazo de control realimentado de un grado de libertad, donde
la planta y el controlador están dados por:

Go(s) =
1

s2 +5s+6
; C(s) =

K
s
.

(a) Grafique el lugar geométrico de la raı́ces (LGR) cuando K > 0.

(b) Si es posible encuentre los valores de K para que los modos naturales del lazo cerrado sean
mas rápidos que e�t µ(t).

Solución:

(a) Para graficar el LGR de debe obtener el Acl(s)

Acl(s) = Ao(s)L(s)+Bo(s)P(s) = (s+2)(s+3)s+K = D(s)+lM(s)

m = 3 y n = 0, por lo que hay tres ramas en el LGR.

Los polos están en [0,�2,�3] y los ceros están el el infinito. Por lo que en el eje real
existe LGR entre los polos [0,�2] y entre [�•,�3].

Cuando l ! 0 el LGR parte en las raı́ces de D(s). Cuando l ! • el LGR tiene 3
ası́ntotas hacia el infinito.

Para las ası́ntotas:

s =
Ân

i=1 pi �Âm
i=1 ci

n�m
=

�5�0
3�0

=
�5
3

; hk =
(2k�1)p

n�m
=

p
3
,p, 5p

3
.

Los cruces con el eje se pueden calcular con Routh Hurwitz.
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(b) Para que los modos naturales del lazo cerrado sean mas rápidos que e�t µ(t), se debe realizar
un cambio de variable w = s+1, lo que implica que s = w�1. Reemplazando se obtiene el
nuevo Acl(s):

Acl(w) = Ao(w)L(w)+Bo(w)P(w) =
⇥
(w�1)2 +5(w�1)+6

⇤
(w�1)+K,

= (w2 +3w+3)(w�1)+K,

= w3 +2w2 �w�2+K.

De la ecuación anterior se ve que no es posible obtener una solución, pues es necesario (pero
no suficiente) que los coeficientes de Acl(w) sean todos positivos.
O se puede aplicar Routh:

w3 1 �1
w2 2 �2+K
w1 �2+2�K

2 0
w0 �2+K

Luego se tiene que cumplir que:

�K > 0 ! K < 0

�2+K > 0 ! K > 2

Se observa que el conjunto es vacı́o. Por lo que no se puede encontrar valores de K para que
los modos naturales del lazo cerrado sean mas rápidos que e�t µ(t).
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Nombre: Solución JYE/MC – 17 de noviembre de 2022

ELO270 – S2 2022 – Certamen C2

Problema 1.3 (10 puntos) La Figura 1 muestra el diagrama de Bode de una transferencia de lazo
abierto estable Go(s)C(s) sin cancelaciones. Determine:

(a) Si el lazo cerrado es internamente estable.

(b) En cuánto debe aumentarse o reducirse el retardo en Go(s)C(s) para que aparezca una
oscilación sostenida en el lazo cerrado.
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Figura 1: Bode pregunta 1.3

Solución:

(a) Del bode se obtiene la siguiente información:

Cuando |GoC|dB = 0, se obtiene que el Mf ⇡ 60 = p/3, para w f ⇡ 1,6 rad/s.
Cuando \GoC =�180, se obtiene que el Mg ⇡ 17 dB, para wg ⇡ 6 rad/s.

Dado que ambos margenes son positivos, el Nyquist no encierra el punto (�1,0), es decir
N = 0. Además, dado que el lazo abierto es estable P = 0. Por lo que Z = N +P = 0, por lo
que el sistema en lazo cerrado es internamente estable.

(b) El retardo critico se obtiene

Tc =
Mf

w f
=

p/3
1,6

= 0,65s .

- - -

T
-

qui
- - - - -

l
|

I I

I
I

I
I

!

Mr. { i
- - - - - - - - - - -

↓Identifican
M+ y Mg//

+
N / -

-

o ↑
valores

-prax-r



Nombre: Solución JYE/MC – 17 de noviembre de 2022

ELO270 – S2 2022 – Certamen C2

Problema 1.4 (10 puntos) Se tienen un lazo de control realimentado de un grado de libertad,
internamente estable, donde la planta y el controlador están dados por:

Go(s) =
bo

s+ao
; C(s) =

Kc(s+ao)

s
.

Sin embargo el modelo real de la planta es G(s) = Go(s)
ts+1 . Determine el máximo valor que puede

tener t para estabilidad robusta.

Solución: En este caso para estabilidad robusta se debe cumplir que :

|To( jw)||GD( jw)| 18w.

|To( jw)|dB + |GD( jw)|dB  08w.

Luego:

To(s) =
Go(s)C(s)

1+Go(s)C(s)
=

Bo(s)P(s)
Ao(s)L(s)+Bo(s)P(s)

,

=
boKc(s+ao)

(s+ao)s+(s+ao)Kcbo
,

=
boKc(s+ao)

(s+ao) [s+Kcbo]
=

boKc

s+Kcbo
=

1
1

boKc
s+1

.

GD(s) =
�ts

ts+1
.

El máximo valor que puede tener t para asegurar estabilidad robusta se puede obtener observando
cuando ambos anchos de banda en el Bode son iguales

1
tc

= boKc ! tc =
1

boKc
.
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Nombre: Solución: JYE/MC – 17 de noviembre de 2022

ELO270 – S2 2022 – Certamen C2

Problema 1.5 (10 puntos) Se tiene un lazo de control realimentado de un grado de libertad, donde
la planta y el controlador están dados por:

Go(s) =
10

(s+2)(s+4)
; CPI = Kp +

KI

s
.

Determine la ganancia KI del controlador (en función de Kp) para que el lazo cerrado presente
oscilaciones sostenidas.

Solución: Para que el sistema en lazo cerrado presente oscilaciones sostenidas se debe obtener el
polinomio Acl , luego a través de Routh encontrar KI critico

Acl(s) = Ao(s)L(s)+Bo(s)P(s) = (s+2)(s+4)s+10(Kps+KI),

= s3 +6s2 +(8+10Kp)s+10KI.

s3 1 8+10Kp
s2 6 10KI

s1 48+60Kp�10KI
6 0

s0 10KI

Para que existan oscilaciones sostenidas una fila del Routh debe hacerse cero por lo que:

48+60Kp �10KI

6
= 0 ! KI = 4,8+6Kp.
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