Sistemas LTI (lineales e invariantes en el
tiempo)

Los sistemas LTT tienen una estructura dada por:

uln] = — ij: axyln — K + ﬁ byl — k]

e Donde {ax} y {bx} son constantes independientes de z[n] e y[n].

e Donde M >0, N > 0, sin restricciones entre M y N (i.e., M > N, M < N, M = N).

Convolucién: Los sistemas LTI se pueden expresar como una salida dada por la convolucién entre la en-
trada y la respuesta a impulso h[n].

OBS:
Dada la estructura de los sistemas LTI, la respuesta impulso siempre existe y estd bien definida.

el = > wlklhin— K = z[n] * h[n]

k=—o0

Demostracién:

o] = S akdn—k]

il = Staln)
= S( S alkoln )

k=—o00
oo

= k:Z_: z[k]S(8[n — k])

= > z[k]h[n — K]
k=—o00
OBS:
Esto implica que cualquier sistema LTI puede ser expresado de forma no-recurrente mediante esta relacién
de convolucién, aunque sea creado como recurrente.

OBS:
yln) = é: (KA — K]
yln] = mioox[n —mlhlm] uwsandom=n—k, k=n—m
= mioof[n —m]h[m] (Conmutatividad) (x)

= Interpretacion gréfica de la convolucién en tiempo discreto:
1. Aplicar una operacién espejo sobre el origen en hlk] — h[—k]
2. Desplazar h[—k| hacia la derecha por ng (si ng es positivo) para ir de h[—k] — h[ng — k]

3. Multiplicar senal de entrada por h[ng — k] para obtener v[k] = z[k] - h[ng — k]



4. Sumar todos los valores de v[k] — y[no]

Figura 2.23 de Proakis & Manolakis (P&M):
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Figure 2.23 Graphical computation of convolution.

Propiedades de la convolucion:

1. Conmutatividad: x[n] % h[n] = hin] * z[n] (ver demostracién en *)

2. Asociatividad:  (z[n] x h1[n]) * ha[n] = z[n] * (hi[n] * ha[n])
OBS: Las respuestas a impulsos de sistemas en cascada se pueden agrupar en una sola.

Demostracién:

E)
l
2
=)

Objetivo: Mostrar que el lado izquierdo de la ecuacién anterior es igual a x[n] * h[n].



o]

> =[k]

k=—o0

U=—00

y1[n] * ha[n) =

o0

>, alk]h[n — K]

k=—oc0

> ylmlhaln —m]

k=—o0

S % alklhalm — klhaln — m]

m=—o0 k=—o0

i hi[ulhan — k — u] (u=m—k,m=u+k)

o0

> x[k]hln — K] = z[n] * h[n]

k=—oc0

OBS: Combinando 1) y 2) podemos decir que el orden de los sistemas LTI en cascadas es intercambi-
able, i.e. (P&M 2.26):

x{n)
— n —|  ha(n)
x(n)
— hn) hy(n)

. Distributividad:

Demostracién:

¥n}

a[n]  (ha[n] * ha[n])

xin) hn) = yvn)

T — by b k) —

(b}

Figure 226 Implications of the associative {a) and the associative and commuta-
tive (b} properties of convolution.

z[n] * [h1[n] + ha[n]] = x[n] * h1[n] + x[n] * ha[n]

o0

- k; z[k](hi[n — k] + haln — k])
_ kzi’j; x[k]hl[n—k}—&-k:i z[k]ha[n — k]

= z[n] % hi[n] + z[n] * ha[n]

OBS: Es posible realizar tareas en paralelo para la reduccién de sistemas (fig. 2.27 P&M):
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Figure 2.27 Interpretation of the distributive property of convolution: two LTI
systems connected in parallel can be replaced by a single system with h(n) =
hy(n) + hz(n).

OBS: Es conveniente considerar las series geométricas para el estudio de sistemas, es decir:

= K 1
1 Z z = 12 |Z| <1
k=0
N-1
k_ 1=2
i) 2 =FE, Yz
k=0
Ejemplos:

1 Determine el rango de valores del parametro "a” para que el sistema LTI con respuesta a impulso

h[n] = a™u[n] sea estable.

OBS:

El sistema es causal
oo o0

> |nlkll= 3 [aFulk]|

| =
k=—o0 k=—oc0

o0
= |a* = 1—1\a\ si la| < 1 (en caso contrario, diverge)
k=0

= Sila|]<1= 3 |h[k]| < co= es ESTABLE

k=—o00
2 Un sistema LTT tiene una respuesta a impulso:

a™ n>0
h["]:{ b —n<0

Determinar los rangos para que sea estable

00 00 —1
> \h[n]l=§_30|a|”+ > b" = al <1, b > 1

n—=—oo n=—oo

Implementacion de sistemas LTI:

e Es posible optimizar el uso de recursos de memoria utilizando las propiedades de sistemas LTI

e Considere que una unidad de retardo se denota z~!



Estructura en forma directa I (DF-I)

Considere el sistema,
y[n] = —ary[n — 1] + boz[n] + biz[n — 1] (%)

La implementacién DF-I utiliza delays separados para la entrada y salida, de modo que (%) se puede
separar en:

y[n] = box[n] + bix[n — 1]
y[n] = —ary[n — 14] + v[n|

La figura 2.32(a) (P&M) muestra la realizacién de DF-I.

Estructura en forma directa IT (DF-II) (Forma candnica)
wln] = —ayw[n — 1] + x[n]
y[n] = bow[n] + bywn — 1]

Usa una variable intermedia (w[n]), asociada a la conmutatividad y asociatividad que permite inter-
cambiar el orden.
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Figure 2.32 Steps in converting from the direct form I realization 1n (a) to the
direct form I1 realization in (c).



Esta estructura requiere solo 1 delay y su forma se puede generalizar de modo que:

DF1):
M
yln] = > byxln — k]
k=0
ylnl = = 3 awyln— K+ vln]
DF?2):
wn] = - 21: arw[n — k] + z[n]
M
yln] = > byw[n — k]
k=0

Analisis y solucion de sistemas LTI:

1 Solucién directas:

(a) e Buscar la solucién con estado cero =y,
e Buscar la solucién con entrada cero = y,;
= y[n] = yzs[n] + yziln]

(b) Solucién homogenea y particular
y[nl = yn[nl + yp[nl
i

N
yn[n] = Zaky[n —kl=0

k=0
yp[n] = A"

N

= E ak)\"*k =0 Polinomio caracteristico
k=0

yn[n] = Al + ...+ en A}

Solucién generalizada de y.;[n]

N

M
. yp[n] = D arypln — k] = > bpz[n—k] ap=1
k=0 k=0

Asume que la solucién tiene la forma de la entrada, para una senal de entrada dada. (i.e,

para una sefial en particular)

2 Solucién indirecta: Transformada Z!



